Correction du devoir surveillé n°5

Partie I : valeur exacte de cos(%”)

1. P(1) =0 donc X — 1 divise le polynéme P.
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2. En effectuant la division euclidienne de P par X — 1, on obtient P = (X — 1)(X* + X3 + X? + X +1).

Onnote Q = X*+ X3+ X2+ X +1.
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3. Us={l,e5 ,e5,e5,e5}. Dot P= (X —1)(X —e5F)(X —e5)(X —eF)(X —eF).

4
Par conséquent, P = (X — 1) (X% —2cos (2) X + 1) (X? — 2cos 477)X+ 1).

5
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4. Par conséquent, QQ = (X2 —2aX + 1) (X2 — 28X + 1).

/1

5. En développant, on obtient Q = X% — 2(a + 8) X3 + 2(1 + 2a8)X? — 2(a + B) X + 1.

Par identification des coefficients : a + 5 = —% et aff = —%.

/1

6. Donc a et 3 sont solutions de I’équation (E) : 22 + %x — % = 0. Cette équation admet pour discriminant A

— 5
f4et

donc ses solutions sont %\/g et ’1%‘/5. Le réel « étant positif, a = 7711\/5.

N

Partie II : une équation dans R[X]

Analyse :
On suppose que "équation (E) admet une solution non nulle que 1’on note P.

d
1. On note d le degré de P et P = Zaka ott (ax)refo,q] € R avec ag # 0.
k=0
Le coefficient dominant de (X — 1)P’ est day et celui de nP est nagy.

Or (X —1)P' = nP, donc dag = nag. De plus a4 # 0 donc d = n i.e. deg(P) = n.
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2. (a) En évaluant en 1 I’égalité (X — 1)P’ = nP, on trouve P(1) = 0. Donc 1 est une racine de P.
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(b) Montrons par récurrence que pour tout k € N, (X — 1)P*+D = (n — k)P*),
Comme P vérifie (X — 1)P’ = nP, la propriété est vraie pour k = 0.
Soit k € N, supposons que (X — 1)P*+D) = (n — k)P®*). En dérivant, on trouve :

(X —1)P*+2) L pltD) — (p — p)P*+D) j o (X —1)P*+2D) = (n — (k + 1)) P*+D)

La récurrence est établie. Conclusion : Vk € N, (X — 1)P*+1) = (n — k)P,

(¢) D’apreés la question précédente, pour tout k € N, (n — k)P®*) (1) = 0. Donc, pour tout k € [0,n — 1], P(®)

De plus, P (1) = nla, # 0. Conclusion : 1 est racine de P de multiplicité n.

3. P est un polynéme de degré n et on a trouvé n racines comptées avec multiplicité, d’ott P est scindé.

Plus précisément, il existe A € R* tel que P = A(X — 1)™.

Synthese et conclusion :
4. Pour P= XX —-1)" avec A€ R*, ona (X —1)P' =nA(X — 1)" =nP.

Conclusion ’ensemble des solutions du probléme est {A\(X — 1), A € R}.

!

Partie III : étude du point fixe du sinus cardinal

1. f(x) =0 <= z#0et sin(z) =0 < z € {kn,k € Z*}.

Donc la courbe € coupe 'axe des abscisses aux points d’abscisses {kr, k € Z*}.

/1

sin(—x)  sin(z)

2. Soit  #0, f(—=x) = =, = f(z) et f(—0) = f(0). Donc la fonction f est paire.
Par ailleurs, |sin(z)| <1, d’ottlim sin(z) = 0. De méme, lim sin(w) =0.
T—400 X T——00 X
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3. On a déja que f est continue sur R* car f est le quotient de deux fonctions continues sur R* avec celle située au

sin(x sin(x
dénominateur ne s’annulant pas. De plus, sin(z) ~ x, d’ou sin(z) 1. D’ou lim sin(z) =1 = f(0) donc f est
z—0 T  xz—0 =0 T

continue en 0 et par conséquent sur R. /1

4. La fonction f est dérivable sur R* car f est le quotient de deux fonctions dérivables sur R* avec celle située au

numérateur ne s’annulant pas. De plus, pour tout z € R*, f'(z) = M = % . /1
_ z2 2 2 3 _ 3 sl 23
5. On a g(z) ot (1 — 5 to(x )) - (sc — 5 +o(x )) = —% 4 o(x”). Ainsi g(x) ot 2 /1
23
6. Ainsi f'(r) ~ —F& ~ —%. Dot f'(x) — 0. Par conséquent, f est continue sur R, et f'(z) — 0. D’apres le
z—0 T z—0 z—0 z—0
théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. /1

Pour tout k& € N, on note Ij Iintervalle [km, (k + 1)7].

7. La fonction g est continue et dérivable sur Iy. Pour tout = € Iy, ¢'(x) = —zsin(z) < 0. De plus, il y a égalité
uniquement pour z = 0 ou z = 7. L’ensemble des points dans I ou la fonction ¢’ s’annule est un ensemble fini, donc
g est strictement décroissante sur Iy. Donc pour tout z € Ip\{0}, g(x) < ¢g(0) = 0. On en déduit que f' < 0 sur
10, 7] et f'(0) = 0. L’ensemble des points de Iy ou la fonction f’ s’annule est un ensemble fini, donc f est strictement

décroissante sur Ij. /1
8. Soit k € N*.
(a) f est continue sur [km, (k + 1)7], dérivable sur |k, (k + )| et f(km) = f((k+ 1)m) = 0.
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe un réel oy, € |km, (k + 1)x] tel que f'(ay) = 0. /1

(b) Supposons par I'absurde qu’il existe un réel 5y € |k, (k4 1)7[ tel que f/(8x) = 0. La fonction g est continue et
dérivable sur I,. On a g(Bx) = B f'(Bk) = 0 et g(ax) = a2 f'(ax) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il existe v
entre ay, et By tel que ¢’ (k) = 0 ce qui est impossible. En effet, pour tout « € |k, (k + 1)x[, ¢’(x) = —zsin(x) # 0.

Conclusion : il existe un unique réel oy, € Jkm, (k + 1)7[ tel que f/'(ay) = 0. /1

k

(c¢) On a f/(km) = (_k;) et oy, € Jkm, (k+ 1)7[ tel que f'(ay) = 0. Comme f’ est continue sur I, :
- si k est pair alors f’ est strictement positive sur [km, ai[ et f’ est strictement négative sur Jay, (k + 1)7]. Donc
f est strictement croissante sur [km, o] et f est strictement décroissante sur oy, (k + 1)7].

- si k est impair alors f’ est strictement négative sur [k, ai[ et f’ est strictement positive sur Jay, (k+ 1)7]. Donc

f est strictement décroissante sur [k7, o] et f est strictement croissante sur [ag, (k + 1)7]. /1

2
9. (a) Considérons h : x — % — g(z). Donc h est de classe €1 sur R et h'(x) = x + asin(z) = x(1 + sin(z)) pour tout

2 € R. On en déduit que A’ < 0 sur R_ et A’ > 0 sur Ry. Donc h est décroissante sur R_ et croissante sur R..
2

Ainsi, h admet un minimum en 0 qui vaut ~(0) = 0. Conclusion : & est positive d’ou Vz € R, g(z) < % /1
On admet qu’on a aussi U'inégalité g(z) > — %2 pour tout x € R.
(b) On a f'(z) = % pour tout z € R*. D’apres la question précédente, on a, pour tout € R* : f% < fl(z) € %
Par ailleurs f/(0) = 0, donc Vx € R, |f/(z)] < % /1

10. Supposons qu'il existe ¢ € R un point fixe de f, f(c) = ¢, donc c# 0 et ¢ # 1 (car f(0) =1 et f(1) =sin(1) # 1).
On a sin(c) = ¢2, donc —1 < ¢ < 1. De plus, la fonction sinus est négative sur [—1,0[. On en déduit que s’il existe un
point fixe ¢ de f alors ¢ €]0,1[. Considérons s : x — f(z) — x. Les points fixes de f sont les zéros de s.
La fonction s est continue sur [0,1] et s(0) =1 > 0 et s(1) =sin(1) — 1 < 0. D’aprés le théoréeme des valeurs intermé-
diaires, il existe ¢ €]0, 1] tel que s(¢) =0 i.e. f(c) =ec.
Or f est strictement décroissante sur Iy (question 6.), par conséquent s est strictement décroissante sur [0,1] donc
injective. Donc si il existe ¢ € [0, 1] tel que s(¢’) = s(c) = 0 alors ¢/ = c.

Conclusion : f admet un unique point fixe ¢ dans R, et ce point fixe appartient a |0, 1]. /2

11. On considere la suite (u,)nen de premier terme ug = 0 et telle que u,4+1 = f(u,) pour tout n € N.

(a) On a montré dans la question 7. que f est strictement décroissante sur Iy et donc sur [0,1]. On en déduit que si
z € [0,1] alors 0 < f(1) < f(z) < f(0) = 1. Donc [0, 1] est stable par f.

Comme ug = 0 € [0, 1], on a que u,, € [0,1] pour tout n € N. /1

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2024/2025



(b)

La fonction f est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[ et pour tout z €]0, 1[, | f/(z)| < 3.

D’apres 'inégalité des accroissement finis, pour tout n € N, |f(u,) — f(c)] < %\un —c|ie |upt1 —¢| < %
D’ott, pour tout n € N, |u, — ¢| < 5 |ug — ¢/, et donc  lim |u, —¢| =01ie. u, — c
n——+oo n—-+oo

Pour tout n € N, |u, — ¢| < 5% < 5. On choisit donc n tel que 5 < 1072 i.e. n > log,(10%).

/1

La fonction f est décroissante sur [0, 1] donc fo f est croissante sur [0, 1]. On en déduit que (u2y,)nen et (U2n+1)neN

sont monotones et de sens de monotonie inverse. Or us > ug = 0, donc (u2n)n€N est croissante et (u2n+1

Jnen est

décroissante. La suite (u,,) converge vers c, donc les sous-suites (us,) et (u2,41) converge également vers c.

On en déduit alors que les suites (uap )nen €t (U2n+1)nen sont adjacentes.
Donc, pour tout n € N, ug < ugp < ¢ < ugnt1 < u1 . On a done |uy, — ¢| < |uy — tp41] pour tout n € N.

Conclusion : Ve > 0, Vn € N, |u, —upt1| < = |u, — ¢ <e.

import math

def f(x):
if x==0:
return 1
else:

return math.sin (x)/x

def erreur(e):
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u=0
v={(0)
while abs(u—v)>e:

u=v

v=f(v)
return u
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